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PROVA SCRITTA DI MDP, 10/01/2018
Eserizio 1 Nove diverse bottiglie di vino numerate da 1 a 9 devono essere riposte in modo asuale in tre
onfezioni ontenenti rispettivamente 2, 3 e 4 bottiglie iasuna. Le bottiglie 1,2,3 valgono 10 Euro iasuna,
le altre valgono 5 Euro.
a. Determinare in quanti modi può essere eettuata tale operazione;
Sono le omposizioni di tipo (2, 3, 4) e quindi sono
(
9
2 3 4
)
= 1260.
b. determinare la probabilità he le bottiglie 1 e 2 nisano nella stessa onfezione; Nella onfezione da
due ho
(
7
3
)
= 35 modi, in quella da 3
(
7
1 2 4
)
= 105 modi, in quella da 4
(
7
2 3 2
)
= 210 modi e quindi, se
A è l'evento le bottiglie 1 e 2 nisano nella stessa onfezione abbiamo la probabilità rihiesta è
P (A) =
35 + 105 + 210
1260
=
5
18
= 0.28
. sapendo he le bottiglie 1 e 2 nisono nella stessa onfezione, qual è la probabilità he tale onfezione
ontenga anhe la bottiglia numero 3?
La probabilità dell'evento B=le 3 bottiglie nella stessa onfezione si alola similmente al aso
preedente ed è P (B) = 75
1260
. Abbiamo quindi
P (B|A) =
P (A ∩B)
P (A)
=
P (B)
P (A)
=
3
14
= 0.21
d. determinare la probabilità he la onfezione da 3 bottiglie valga 20 Euro;
È ome onsiderare una variabile ipergeometria H(3, 3, 6) e quindi abbiamo, detto E l'evento la
onfezione on 3 bottiglie vale 20 Euro
P (E) =
(
3
1
)(
6
2
)
(
9
3
) = 15
28
= 0.53
e. stabilire se gli eventi la onfezione on 3 bottiglie vale 20 Euro e la onfezione on 2 bottiglie
ontiene la bottiglia numero 1 sono indipendenti.
Sia E′ l'evento la onfezione on 2 bottiglie ontiene la bottiglia numero 1. Abbiamo
P (E′) =
(
8
1 3 4
)
1260
=
8 · 7 · 5
1260
e
P (E ∩ E′) =
(
2
1
)(
6
2
)
· 5
e si osserva he P (E)P (E′) = P (E ∩ E′) per ui sono indipendenti.
Eserizio 2 Sia Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} on probabilità uniforme e X la variabile aleatoria su Ω data da
X(ω) = (−1)ω, ∀ω ∈ Ω.
a. Denire una variabile aleatoria Y su Ω indipendente da X ;
Si può ad esempio segliere
Y (ω) =
{
0 se ω = 1, 2, 3, 4
1 se ω = 5, 6, 7, 8
È hiaro he sapere il valore di X orrisponde a sapere se il risultato è pari o dispari e questo non
altera la probabilità he Y valga 0 o 1.
b. denire una variabile aleatoria Z su Ω dipendente da X ;
Basta segliere Z = X .
. alolare i valori attesi E[X ], E[Y ], E[Z];
E[X ] = 0, E[Y ] = 1/2, E[Z] = 0.
d. alolare la varianza di X − Y ;
E[X2] = 1 mentre Var(Y ) = 1
4
per ui, sfruttando l'indipendenza di X e Y abbiamo
Var(X − Y ) = Var(X) + Var(Y ) =
5
4
e. alolare la ovarianza Cov(X,Z)
Abbiamo Cov(X,Z) = E[XZ]− E[X ]E[Z] = 1.
Eserizio 3 Consideriamo la funzione f : R→ R data da
f(s) =


3
2
(s+ 1)2 se − 1 ≤ s ≤ 0
3
2
(s− 1)2 se 0 ≤ s ≤ 1
0 altrimenti.
a. Veriare he f è una densità ontinua;
La f è una funzione pari e sempre positiva, nulla fuori dell'intervallo [−1, 1] basta quindi mostrare
he ∫
1
0
f(s) ds =
1
2
.
E infatti ∫
1
0
f(s) ds =
3
2
[
(s− 1)3
3
]1
0
=
1
2
.
b. Sia X una variabile aleatoria di densità f . Determinare E[X ]; Si ha E[X ] = 0 perhé la densità è
pari (simmetria rispetto all'asse y.
. determinare Var(X).
è suiente alolare E[X2] e anora, sfruttando la simmetria di f abbiamo
E[X2] = 2
∫ 1
0
s2
3
2
(s− 1)2 ds =
1
10
per ui Var(X) = 1
10
.
d. Date 90 variabili aleatorie X1, . . . , X90 indipendenti di densità f determinare P (X1+ · · ·+X90 > 1.5).
Per il teorme entrale del limite abbiamo X1 + · · ·+X90 ∼ N(0, 9) per ui
P (X1 + · · ·+X90 > 1.5) = P (ζ0 >
1.5
3
) = 1− Φ(0.5) = 0.31
